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Hypothese

Dans tout ce chapitre :
e le corps K désigne R ou C.
e 1 estun entier naturel.

e D et D' sont des parties de R qui peuvent s’écrire comme une réunion d’un ou plusieurs intervalles
non triviaux, par exemple D = R*, D = Dy,, ou encore D = [ -3, —2] UR,.

a est un point de D, i.e. a € D ou a est une extrémité finie d’'un intervalle de D.

f et g désignent des fonctions définies sur D ou sur D \ {a} a valeurs dans K.

Contrairement au chapitre précédent, le point a ne peut plus étre infini. C’est donc un point de D avec la
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Développements limités

définition qui sera donnée en MP. Au chapitre précédent, on supposait que f et/ou g ne s’annule pas sur un
voisinage épointé de a. Cette hypothese n’est plus nécessaire ici car on considérera uniquement des petit-o sous
la forme o((x — a)¥) avec k € N, et la fonction x — (x — a)* ne s’annule pas sur un voisinage épointé de a.

1 Introduction aux DL

1.1 DLenO etrole du DL en tant qu’approximation

Dorénavant, on accepte la réécriture suivante :

f(x)=g(x)+ o (..) signifieque f(x) - g(x) =

Définition 26.1 I_

On dit que f admet un développement limité (DL) a 'ordre n en 0 s’il existe oy, - - - , @, € K tels que :

Cela signifie donc que f(x) — (0o + a1x+ ... + a,x") est négligeable devant x" lorsque x tend vers 0.
Exemple 1. On justifiera plus tard que la fonction exp admet un DL a tout ordre en 0 :

DL alordre 0 =1+ o (1)
x—0

DL alordre 1 e=14+x+ o (x)

x—0

1
DL al’ordre 2 F=1+x+-x>+ o (xz)
2 x—0
1 1
N x_ O R 3
DL al’ordre 3 e = 1+x+2!x +3!x +xgo (x )

Remarque. Un DL de f en 0 représente une approximation de la valeur de f(x) par un polynoéme lorsque x est
proche de 0.

e Plusle DL est d’ordre élevé, et plus cette approximation est précise.
e Plus x est proche de 0, et plus cette approximation est précise.

X [ 010,001 ] 0,01 | 0,1 |
Erreur avecle DL al’ordre O : e —1 0] 1073 1072 | 107!
Erreur avec le DL al'ordre 1 : e —(1+x) 0| 1077 | 107 | 1073
2
Erreur avec le DL al’ordre 2 : e — (1 +x+ g) 0|107'°| 1077 | 107*
2 X3
Erreur avecle DLalordre3: | e — <1 +x+ > + 6> 0107|1079 107°

L'idée fondamentale des développements limités est de pouvoir fournir une approximation aussi précise que
I'on veut de f(x). Cela peut servir notamment a :

e Obtenir des équivalents (notamment lorsqu’il y a une somme).
e Calculer des limites en levant des formes indéterminées.
e Déterminer si un point d'une courbe est un maximum, un minimum, ou ni I'un ni I'autre.
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1.2 Transformation d’une expression en un petit-o

Théoréme 26.2 |

Soit r(x) une expression définie sur D.

Ceci permet de faire apparaitre un petit-o pour en déduire un DL.

Exemple 2 (Exemple important). Montrer que pour toutz € N, la fonction f : x — 1 admet un DL, (0).

Exemple 3. Montrer que 1+ x° Inx admet un DL, (0).

Exemple 4. Un étudiant écrit le raisonnement suivant :

3 _ 3 3
l+x’Inx=14+x"Inx+x’x 0
——0

x—0

=1+ Inx+ o (x3)
x—0
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et conclut qu'il s’agit du DL3(0) de 1 + x> Inx... Est-ce correct ?

1.3 DL en un point ¢ quelconque

Définition 26.3 - Développement limité

On dit que f admet un DL a 'ordre n en a s’il existe q, - - - , oy, € K tels que

=0 Xx—a

=wt+o(x—a)+...+o(x—a)"+ o ((x—a)")

xX—a

) = Y a(x—a)f + o ((x—a)) i

Notation. Pour aller plus vite, on pourra écrire que “f admet un DL,(a)”. Par abus, on dira aussi qu'une
expression f(x) admet un DL, (a).

Si fadmetun DL al'ordrenena:

n

e Lepolynome P(X) =) oyX ¥ est appelé la partie réguliere du DL, de sorte que f(x) = P(x—a)+ o ((x—a)").

k=0 x—a

e Leterme o ((x—a)") estappelélereste duDL.
X—a -

Exemple 5. Soit Q un polynome de degré inférieur ou égal a n. Montrer que la fonction fp : x — Q(x) admet un
DL, (a).
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Théoréme 26.4 |

La fonction f admet un DL, (a) si et seulement si la fonction & — f(a+h) admet un DL, (0), cad s'il existe
o, -+, 0, € Ktels que:

fla+h) = kgoakhk + 0 (1)

| Méthode |

Pour déterminer le DL, (a) de f, il suffit de déterminer le DL, (0) de & +— f(a+ h) puis de repasser a la
forme de la Définition 26.3 en posant x = a+h et donc & = x — a.

Gréce a cette propriété, quand on cherche le DL d'une fonction en a, on peut toujours se ramener a un DL d’'une
autre fonction en 0. On peut donc se contenter d’étudier les DL en 0, ce qu’on fera le plus souvent.

Rappel:YA e K* Ao (X")= o (AX")=......

x—0 x—0

Exemple 6. Déterminer le DL al'ordre 3 en In2 de la fonction f(x) = ¢*.

1.4 Admis pour le moment : unicité, troncature et parité de DL

| Théoréme 26.5 — Unicité du DL |

Si f admet un DL, (a), alors ce DL est unique, i.e. la partie réguliere associée a ce DL est unique.

Autrement dit, il y a unicité des coefficients oy, - - - , &, € K qui vérifient
n
f) =Y olx—a)+ o ((x—a)")

k=0 Xx—a
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Théoréme 26.6 — Troncature du DL |

Soit m € [[0,n]. On suppose que f admet un DL, (a) :

f) =+ (x—a)+...4ou(x—a)"+--+a(x—a)"+ o (x—a)")

X—a

Alors f admet aussi un DL,,(a), obtenu en tronquant la partie réguliere (on garde uniquement les termes
dedegré 0 am) :

f)=w+a(x—a)+...4+0u(x—a)"+ o ((x—a)™)

X—a

Théoréme 26.7 — DL et parité

On suppose que f admet un DL a I'ordre n en zéro :
fx)=oap+ox+---+ox"+ o (x")
x—0
e Si f est paire, alors pour tout indice k impair, o =0:

fx)=ap+omx®+(..)+ o (¥

x—0

e Si f est impaire, alors pour tout indice k pair, oz = 0:

fx)=aix+mx+(..)+ o (¥

x—0

Exemple 7. DL usuels du formulaire (cf section suivante).

1.5 Formule de Taylor-Young, DL usuels

Théoréme 26.8 — Formule de Taylor-Young

On suppose que a € D. Si f est de classe ¢" sur D, alors f admet un DL, (a) donné par

- g D+ o ((x—a))

Démonstration. Sera démontrée plus loin dans le chapitre. O

En remplagant x par a + i (donc x — a par h), on obtient une autre écriture du DL, (a) de f:

n
fla+h)= Z hk+hgo (h")

En particulier, si f est de classe € sur D, elle admet un DL a tout ordre en tout point de D. La formule de
Taylor-Young permet de déduire les DL de la plupart des fonctions usuelles, cfle formulaire. Ce formulaire est a
connaitre !

Exemple 8. Soitn € N. Déterminer le DL,(0) de ¢”.
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Exemple 9. Déterminer le DL3(0) de

VIi+x

2 Opérations sur les DL

2.1 Opérations entre plusieurs petit-o

Grace au Théoréme 26.2, on a pu transformer une expression de la forme x"e(x) en ° (x") et écrire, par
X—

exemple :

1
1—x

=l+x+...+x"+ o (xX") ()
x—0

Mais on peut aussi utiliser ce résultat dans I'autre sens, a savoir transformer un o (x") en x"&(x) : 1e DL (%)
X—

revient a dire, avec D =R\ {1} :

Il existe une fonction € : D — R telle que liII(l) e(x)=0et:
x—

1

VxeD
1—x

=14+x+...+x"e(x)

Ceci permet d’obtenir une égalité entre réels, valide pour tout x € D. Ainsi, on peut faire des opérations
classiques de somme, de produit, composition a gauche ou a droite, etc. :

1
Exemple 10. Déterminer le DL, (0) de ¢* — T (on verra qu'on peut aller plus vite plus tard)
—Xx



Ici, on a volontairement introduit des fonctions €; et & pour justifier nos calculs. Mais en pratique, on s’en passe
et on écrit le calcul ainsi :

Contre-intuitif, n’est-ce pas 2 C’est pour cela qu’il faut garder en téte des regles de calcul entre plusieurs petit-o.

Théoréeme 26.9 — Regles de calcul entre plusieurs petit-o

(On omet de préciser “x — 0” sous les petit-0). Pour tous n,m € Z:

L o(xX")+o(x") = ...... 4. X"o(xX™) = ...

2. o(x")o(x™) = ...... 5 0(x")" = ...

3. o(x)o(xX™") = ... 6. o(o(x")) = ......
8/28
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Démonstration. Pour chaque régle, il faut remplacer un o(x") par x"€; (x), puis un éventuel o(x™) par x"&(x)

. . . / . . . .
avec hén £ = hén & = 0 et factoriser par x", avec ' la plus grande puissance possible sans faire apparaitre de

. . . . !
fraction, et ce qui reste sera une fonction qui tend vers 0. On aura alors un o(x" ).

Remarque. Dorénavant, il faudra toujours avoir en téte qu'un ° (x") peut s’écrire comme x"€(x), et qu’avec
xX—

cette réécriture on dispose d'une égalité valide pour tout x € D.

Preuve de la troncature d’'un DL (Théoréme 26.6).

On fait la preuve dans le cas m = n— 1, le cas général suivant la  Or, il existe une fonction € vérifiant €(x) — 0 et telle que :

méme logique. On suppose donc que f admet un DL,(a). Mon- o

trons que f admet un DL, (a). On a par hypothése : ,
u(x—a)"+ o (x—a)")=(x—a)" ' x[op(x—a)+ (x—a)e(x)]

X—a
n—1
= 0 X—a )
xX—a (< )
Ainsi,

fO)=ap+...+ o (x—a)"  Fop(x—a)"+ o (x—a)") f@) =ap+...+ o1 (x—a)" "+ o <(x7a)” ‘)

X—a X—a

2.2 Combinaison linéaire de DL

On va énoncer un certain nombre de théoremes d’opérations avec les DL. On prendra a chaque fois des DL au
point a = 0 car on peut toujours s’y ramener, mais ils sont encore valides pour des points a quelconques.

| Théoréme 26.10 |

Si f et g admettent des DL, (0), alors pour tous A, u € K, la fonction A f + ng admet un DL, (0) :

f(x) = P(x) +x3>0 (x”) — ﬁ,f(X) + (x) = lP(X) + Q(X) + 0 (xn)
o) = 04 +x30 @) ug = . x—0
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Exemple 11. Soit n € N. Démontrer la formule du DL;,,;1(0) de la fonction ch.

Remarque. On peut démontrer de méme la formule du DL, (0) de shx, et méme celles des DL de cosx et de
sinx avec les formules d’Euler... mais il vaut mieux les apprendre !

Preuve de l'unicité du DL (Théoréme 26.5).

Par le Théoréme 26.4, il suffit de faire la preuve poura = 0. Suppo- (onadonc VxeD 0= (B, — ap)x” +---+ (By — ot,)x" +x"(x))

sons par I'absurde qu'il existe ag, - -+, @, € Ket By, -+, B, € K tels
que (a()a e sa)l) 7& (ﬁ()tﬁl P ~,Bn) et
f)=a+ax+---+ox"+ o (x") En divisant par x”, pour tout x # 0, on obtient

x—0
f(x)=PBo+Bix+---+Bux"+ o (x")
x—0

Alors, par différence, on trouve 0=(Bp—0ap)+(Bpt1 —pr1)x+-+(Br—0)x" P+ o (x”*”)

x—0
0= (Bo—00)+ (B1 —ou)x+---+(By — o)x" +x(}>() (") ;70

Par hypothese, (By — ag, - ,Bn — &) # (0,---,0). On note p €
[0,n] le plus petit entier tel que 3, — o, # 0. Alors

0=(Bp—ap)x’ 4+ (B — o)x" + 2 (") d’ou 8, — oy, = 0. Contradiction. D’ou1 le résultat.

O
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2.3 Produitde DL

| Théoreme 26.11 |

Si f et g admettent des DL, (0), alors la fonction fg admet un DL,(0) :

FOZFOEL L s = Pwew], + o @)
() =0()+ o (" o -

ol [P(x)Q(x)] , estune notation non officielle qui signifie qu'on ne garde que les termes du produit dont
le degré est inférieur ou égal a n.

Remarque. Pour calculer le DL d'un produit, il n’est pas nécessaire de calculer tous les termes du produit
P(x)Q(x) ! On peut ne pas écrire les termes de la forme Cte x x* avec k > n+ 1, car ces termes sont en particulier

un o (x"), et donc seront absorbés dans le reste o (x") qu’on écrira a la fin.
X X—

Exemple 12. Déterminer le DL4(0) de In(1+ x)sinx.

Dans le calcul ci-dessus, on a appliqué la formule du produit en sortant des le départ le reste en 00 (x4) etenne
X—>

gardant dans le produit que les parties réguliéres des deux DL. On aurait pu faire autrement :

Remarque. Pour calculer un DL de f(x)g(x), on peut remplacer f(x) et g(x) par leur DL en incorporant les
petit-o, et utiliser les opérations des petit-o pour conclure :

. X 3 x3 4
In(14x)sinx = <x—2—|—3+xgo (x )) <x—6—|— o (x )>

Dans ce calcul, on a I'impression qu’incorporer les petit-o n'a pas servi a grand-chose... Mais cela permet parfois
d’utiliser une astuce de pro :

G. Peltier 11/28



Développements limités

Exemple 13. Déterminer le DLg(0) de (cosx — 1)(sinx —x).

ASTUCE DE PRO (produit). Dans le calcul ci-dessus, comme on veutle DLal’ordre| 8 |de (cosx—1)(sinx—x):

e Comme le DL de cosx — 1 commence par un terme en | x* |, il suffit d’avoir un DL 4 I'ordre IEI de sinx — x.

e Comme le DL de sinx — x commence par un terme en | x° |, il suffit d’avoir un DL 2 'ordre de cosx—1.

2.4 Composition a droite et substitution dans les DL

Théoréme 26.12 |

Soitg: D' — Reth € D'. On suppose que f admet un DL, (0) :
fX)=+auX+...+a,X"+ o (X")
X—0

On peut remplacer X par g(x) a condition que liné g(x)=0:
X—

fle(x) = co+aig(x) +...+aug(x)"+ o (g(x)")

c Légalité f(g(x)) = ... ci-dessus n’est pas nécessairement un DL de f(g(x)).

La condition g(x) — 0 est toujours remplie avec g(x) = x*> ou g(x) = —x... De sorte qu’on obtient le corollaire
X—

suivant :
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Corollaire 26.13 — Substitution dans un DL |

Dans un DL, (0) de f(x), on peut substituer tous les x par +x*, avec k € N*.

1

E le 14. Déterminer le DLs(0) de ——.
xemple éterminer le DLg(0) de T

ASTUCE DE PRO (substitution). Sionveutle DLal'ordre| 2z (de f (xz), il suffit d’avoir le DL a I’ordre de
f(X) et de substituer X par x*.

1 1
Remarque. On peut de cette fagon retrouver le DL de 1 a partir du DL de %

X —X
Preuve de la parité du DL (Théoreme 26.7).

On fait la preuve uniquement dans le cas ol f est paire. Alors Or, f étant paire, ona f(x) = f(—x). Par unicité du DL, on en déduit
que les parties régulieres ci-dessus sont égales :

() 2 n n
f0) = a0+ axtope 4ot o+ o () =0y O =—-0; =0 ... Oy=(—1)a

5 0 n B c'est-a-dire o = (—1 )kak pour tout k. Ainsi, si k est impair, néces-
f(=x) =g — aqx+ opx™ + -+ (=1)" o + % (0x") sairement oy, = 0.

O

| Méthode |

Pour calculer le DL en 0 d'une composée (fog)(x) :

1. Remplacer g(x) par son DL (petit-o inclus).
2. Identifier un DL usuel en 0 associé a la fonction f, qu’on écrit avec une variable X.

3. Faire apparaitre une quantité X a poser qui tend vers 0, et composer a droite.

Exemple 15. Déterminer le DL4(0) de v/cos x.



ASTUCES DE PRO (composition). Lorsqu’on cherche le DL al'ordre 2n d’'une composée f(g(x)), si le premier

terme non nul de X est en x2, il suffit d’avoir le DL en X 2 l'ordre n (cf exemple ci-dessus).

2.5 Passage alinverse dans un DL

| Théoreme 26.14 |

1
Si f admet un DL, (0) dont le premier terme ¢ est non nul, alors 7 admet un DL, (0) :

f)=a+ax+...+ o (x) 1 1 11
x—0 — — - X —
o #0 fO)  ataxt.. 4 o (") g 1+X
o Q
avecX = —x+...+ —x"+ o (x") — 0, ce qui permet de faire une composition en utilisant le DL
(04)) x—0 x—0
de en0.
1+X

14/28
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- 1 1 1 o Oy , n .
Remarque. On peut aussidireque — = — X ——avecY = ——x—...— —x"+ o (x")etutiliser le DL
flx) o 1-Y o o x—0
1
de —v en 0 (ce qui est moins piégeur).
1
Pour avoir le DL d’'un quotient chixi, il suffit de faire le produit du DL de g(x) avec le DL de m
X X

Exemple 16. Déterminer le DL3(0) de tanx.
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2.6 Liens entre DL, limite, dérivabilité

Théoréme 26.15 — DLy(a) et existence d’'une limite en a

Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1. f(x) =ap+ o (1)  (cequiestle DLy(a) de f)
X—a

2. lim f(x) = ay
xX—a

En particulier :
e si f est définie en 4, alors f est continue en a.

e si f n'est pas définie en g, alors f est prolongeable par continuité en a en posant f(a) = .

Démonstration.
f(x)=ap+ o (1)revienta dire que Si f vérifie cette assertion, il est clair que lim f(x) = o. Récipro-
X—ra X—a
quement si lim f(x) = o, alors on a I'assertion ci-dessus en posant
xX—a
fx)=ap+e(x) avec lime(x)=0 e(x) == f(x) — 0.

X—a

O

1 1
Remarque. Si oy =0, alors —— n'admet pas de DL en 0 (car —— n’admet pas de limite finie quand x tend vers

f() f(x)

1
0). C’est le cas par exemple de ——, qui n"admet donc pas de DL en 0 (méme a 'ordre zéro). Toutefois, méme si
sinx

X
ap = 0, il se peut qu'un quotient % admette un DL en 0 apres simplification par x (ou x?,x°...) dans la fraction,
X

cf exemple ci-dessous.

x
Exemple 17. Déterminer le DL,(0) de —.
sinx

Théoréme 26.16 — DL, (a) et dérivabilité en a

Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
L flx) =+ o(x—a)+ 4 (x—a)  (cequiestle DL;i(a) de f)
X—a

2. f est prolongeable par continuité en a (sia ¢ Dy) en posant f(a) = o et de plus, f est dérivable en
aavec f'(a) = a.
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Remarque. En particulier, si f admet un DL;(a), alors (aprés éventuel prolongement par continuité) on a
toujours f(x) = [f(a)+ f'(a)(x—a)] + o (x—a).Léquation de la tangente a € en a est directement donnée
X—a

par la partie réguliere du DL, (a) de f.

Si f admet un DL, (a) avec n > 2, on ne peut pas en déduire que f est n fois dérivable en a (ni méme
de classe €' en a), cf exemple ci-dessous.

3

1
Exemple 18. On pose f(x) = x” sin —. Alors f admet un DL,(0) donné par f(x) = ° (xz). Montrer cependant
X x—

que f n’est pas deux fois dérivable en 0.

Cependant, par la formule de Taylor-Young (Théoreme 26.8), si f est de classe ¢ sur I et que a € I, alors f
admet un DL, (a).

2.7 Intégration de DL

Théoréeme 26.17 — Intégration d’'un DL

On suppose que f est continue sur D. Soit F' une primitive de f sur D. Si f admet un DL,,(a) donné par :

f@) =Y o(x—a)+ o ((x—a)")

=0 xX—a

alors F admet un DL, | (@) donné par :

(x —a)*!. Autrement dit, on peut “primitiver”

On remarque au passage qu'une primitive de (x — a)k est .

terme a terme la partie réguliere et le petit-o. Attention a bien rajouter F(a) !

Exemple 19. Déterminer le DL,(0) de F : x — In(1 +x).
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Exemple 20. Déterminer le DL3(0) de arctan.

On peut obtenir de méme les DL de arcsin et arccos.

Remarque (Preuve rapide de Taylor-Young). Soit f une fonction de classe ¢ sur D. Alors f (") est continue et
admet donc un DLy(a) :

FO ) = f"a)+ o (1)

xX—a

En intégrant ce DL, on trouve
Fo0@) = V@) + @)+ o ()

et donc "~ admet un DL; (a). En réintégrant :

2
£ = (@) + £ @) x+ P (@) S+ 0 ()

2 x—a

donc "~ admet un DL, (a), etc. Par récurrence, on montre donc que la fonction £, cad f, admet un DL, (a)
donné par le Théoreme 26.8.
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2.8 Dérivation de DL ? Attention!

Si f est dérivable et admet un DL, (a), cela ne veut pas dire que f' admet un DL, (a) qu’on obtiendrait
par dérivation terme a terme du DL, (a) de f, cf exemple ci-dessous.

0 six=0
Exemple 21. Onpose f:x+ ¢ , | <1> . donc  f(x) = o (x).Ainsi, f admetun DL;(0).
x“sin| — ) six#0 X0
X

On montre facilement que f est dérivable sur R et que
0 six=0
/
= 1 1
F ) 2xsin (> —cos () six#0
X X

Supposons par 'absurde que f’ admette un DLy (0). Alors par le Théoréme 26.15, f’ serait continue en 0. Or, on

1
peut vérifier que f’ n’est pas continue en 0 car le terme cos () n'admet pas de limite en 0. Contradiction.
X

Remarque. Cependant, si f est de classe 4", alors f’ est de classe "~ ! et par le Théoréme 26.8, on sait que f
admet un DL, (a) et f admet un DL,,_; (a). Dans ce cas, on peut affirmer que le DL de f’ s’obtient en dérivant
celui de f.

3 Applications des développement limités

Hypothese

Dans le reste du chapitre, on suppose K = R.

3.1 Obtention d’équivalents

| Théoréme 26.18 |

Supposons que f admet un DL, (a) :

f=am+a(x—a)+---+o(x—a)"+ o ((x—a)")

X—a

Si (o, -+, 0) # (0,---,0), en notant p € [0,n] le plus petit entier tel que &, # 0, on a

() ~ aplx—a)”

En particulier, f(x) est du signe (strict) de @, (x — a)” au voisinage de a.

Démonstration. En effet, en tronquant le DL au rang p, on a

fx) =oplx—a)’ + o ((x—a)’)

Xx—a
:ocp(x—a)p+xga (op(x—a)’)  cara, #0
~ op(x—a)’

X—a
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en utilisant le fait que f(x) = g(x)+ o (g(x)) équivauta f(x)

~ e —_ 14 ’ N P
x—a a8 (x), avec g(x) = ap(x —a)”. D'ol le résultat.

O

| Méthode |

Pour calculer un équivalent en a d'une somme f(x) + g(x), on peut calculer un DL en a de f(x) +g(x) a
un ordre suffisamment élevé pour faire apparaitre un terme non nul dans la partie réguliére, et en déduire
I’équivalent.

En effet, contrairement aux équivalents, on peut additionner les DL!

1 1
Exemple 22. Calculer un équivalenten 0 de — — —.
sinx tanx

3.2 Ftude du signe local

Obtenir ces équivalents permet entre autres de calculer plus facilement des limites. Mais cela sert aussi a étudier
le signe local :

Rappel : si g(x) Ras (x —a)?, alors g(x) ale méme signe que o, (x —a)” au voisinage de a. En fonction de la

parité de p et du signe de o, on en déduit le signe de g(x) au voisinage de a.
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| Méthode |

e Pour trouver si a est un extremum local, on peut chercher un équivalent en a de f(x) — f(a), ce qui
donne le signe local de f(x) — f(a).

e Pour trouver la position relative de ¢y par rapport sa tangente en a, on peut chercher un équivalent

enade f(x) - f(a) - f'(a) (x— a).

Exemple 23. On pose f : x — ch(x3) — sh(x3). Donner I'équation de la tangente T a ¢ en 0, puis la position
relative de € par rapport a T (au voisinage de 0).

Exemple 24. On pose f : x — ch(x’) —sh(x?). Est-ce que f admet un extremum local en 0 2

Exemple 25. On pose f : x — ch(x?) — sh(x?). Est-ce que f admet un extremum local en 0 2
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3.3 Extrema locaux: conditions du second ordre

Rappel : on suppose f : I — R dérivable (avec I non trivial). Si f admet un extremum local en un point @ intérieur

a I, alors nécessairement a est un point critique, i.e. f'(a)

Il ne s’agit que d’une condition nécessaire, la réciproque est fausse : 0 est un point critique de f(x) = x

n’est pas un extremum local.

0.

3, mais ce

Théoreme 26.19 - Conditions d’optimalité du second ordre

Soit @ un point intérieur de I et f € €*(I).
Conditions nécessaires du second ordre :

e Si f admet un minimum local en q, alors f’(a)
e Si f admet un maximum local en a, alors f'(a)

Conditions suffisantes du second ordre :

=0et f"(a) > 0.

e Sif'(a) =0etf"(a) >0, alors f admet un minimum local (strict) en a.

e Si f'(a) =0et f’(a) <0, alors f admet un maximum local (strict) en a.

=0et f"(a) <O0.

Démonstration.

Comme f est de classe %2, laformule de Taylor-Young a I'ordre 2
en a implique qu'’il existe une fonction € : / — R tel que

avec

1)~ (@) = £ (@)(x—a) + 3 /" (@)(x—a) + (x~a)e(2)

Preuve des conditions nécessaires : on ne montre que le premier
item. Si f admet un minimum local en g, alors a est un point cri-

tique donc f’(a) = 0. Ainsi, on a

f(x)—f(a)

Deplus, f(x) — f(a) > 0 pour x suffisament proche de a. Ainsi, pour
|x — a| assez petit,

%j‘”((z)(,\' —a)* + (x—a)*e(x)

%f”(u) (x—a)?+(x—a)e(x) >0

En supposant x # q, en divisant par (x — a)2 et en prenant la limite

1
quand x tend vers a, on obtient if”(a) > 0.D’ot le résultat.

Remarque. Si f(a)
exemple f(x) = x% et f(x) = £x* aveca = 0.

Preuve des conditions suffisantes : on ne montre que le premier
item. On suppose f'(a) =0 et f”(a) > 0, donc:

lim &(;
.\'E;I;ll € ( ’C>

=0

1)~ fl@) = 5" (@) (e + o (OF)

1—0

1
Comme Ef”(a) # 0, il s’agit d'un DL de f(x) — f(a) sous forme

normalisée. Ainsi,

1

~ -
x—a 2"

f"(a)(x~a)?

fx) = fla)

et en particulier, f(x) — f(a) a le méme signe local (strict) que

L, o - .
Ej”(a)(x —a)?. Ainsi, a est un minimum local (strict).

7 . . o .
f"(a) =0, tous les cas sont possibles (maximum, minimum, pas d’extremum en a). Par

Dans la pratique, si on cherche les extrema locaux d'une fonction f : I — R, on dressera plutdt un tableau de
variations (ce qui permet aussi de vérifier si un extremum est global). C’est une méthode plus efficace que
d’utiliser les conditions suffisantes du second ordre. Cependant, ces conditions se généralisent aux cas ou f est a
valeurs dans R2, dans ]R3, etc. et deviennent alors des outils indispensables !
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3.4 Développements asymptotiques (DA)

Hypothese

Dans cette section, le réel a peut étre infini.
Lorsque a = too, on suppose que o est une extrémité d'un intervalle de D.

Définition 26.20 |

On dit que f admet un développement asymptotique (DA) a n termes en « s'il existe des fonctions
Q1, -, Pn € KP et des coefficients a0, € Ktels que:

Vke[l,n—1] @1(x)= o (g(x))

o
x—a

f(0) = @101(x) + @) + ...+ 0 9u(x) + 0 (94(x)) §

On peut également dire qu'il s’agit d'un DA a la précision ¢,(x), la fonction dans le petit-o.

La famille ()| <x<n est appelée une échelle (de comparaison) au voisinage de a.

Exemple 26. Si a est fini, alors f admet un DL,(a) ssi f admet un DA & n+ 1 termes en a selon 1'échelle

(x = (x— a)k>

0<k<n

f)=ax_1 +aj(x—a)+...+0,(x—a)"+ o | (x—a)"
——r —_—— 20| e

Po(x) o1 (x) Pu(x) on(x)

Exemple 27. On peut montrer que \/x2 +x + 1 admet un DA a 4 termes en +oo :

I 3 3 1
Ve4xt+l=x+-+—-———5+ o0
X—r o0

2" 8x 1622 X2

| Méthode |

Pour trouver un DA en a d’une expression f(x), on peut :

e avec des réécritures, faire apparaitre un DL avec une expression X qui tend vers 0 quand x tend vers
a, et composer a droite.

e sinon (mais c’est tres calculatoire et trés long !), on peut chercher des équivalents successifs, qu’'on
notera ici yy(x), y(x), etc. :

1. f(x) o Wo(x),
2. f(x) = wo(x) ~ wi(x),
3. f(¥) = ¥o(x) =y (x) ~ ya(x),etc.
Si on s’arréte a Y, on obtient le DA : f(x) = yy(x) + w1 (x) + ya(x) + o (v2(x)).

1
Exemple 28. Déterminer un DA a 3 termes de —— en 0.
sinx
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Les suites peuvent également faire 'objet de DA mais ce sera toujours en 4o pour la variable n. Des suites
(u,v,w,---) forment une échelle de comparaison (en +o0) si u, = o(vy), vy = o(wy,), etc.

1
Exemple 29. Déterminer un DA a 3 termes de ———— en oo,
n+1In(n)
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3.5 Asymptotes obliques

Définition 26.21 |

Soit @, B € R et f une fonction a valeurs dans R. On dit que f admet une asymptote oblique en +eo
d’équationy = ax+ B si

X—>+-o00

f(x)—(ox+p) ——0 :
On définit de méme la notion d’asymptote oblique en —co. E

Pour parler d’asymptote oblique, la fonction f peut n’étre définie qu’au voisinage de 4 ou de —ee. Par souci
de simplicité, on considere ici que Dy = R. Lobjectif est de déterminer I'asymptote oblique de f en + et la
position relative de ¢y avec cette asymptote au voisinage de +oo. On peut adapter facilement cela au cas ol
I’asymptote est en —oo.

Méthode - Equation et position relative selon une asymptote oblique en oo

1. On cherche un DA en +oo de f(x) selon I'échelle (x, 1) :

fx)=ox+B+ o (1)

X—>H-o00

Dans ce cas, y = ax+ 3 est]’équation de I'asymptote oblique de f en +oo. Note: il est parfois plus

f()

1
facile de chercher un DA de —= selon <1, > puis de tout multiplier par x.
X X

2. Pour avoir la position relative de ¢ et de 'asymptote, il faut déterminer un équivalent de f(x) —
(ax+ B) en +-oo. Il faut donc obtenir un terme non nul supplémentaire dans le DA ci-dessus.

Exemple 30. On pose f(x) = \/x2+20x+ f avec o, B € R et B # o>. Montrer que f admet une asymptote

oblique et déterminer la position relative de ¢ et de cette asymptote oblique (a discuter selon ¢ et 3).



1
Remarque. Si f = a?, alors §<B — o) = 0 et donc on ne dispose plus d'un équivalent de f(x) — (x+ )
en +oo, ce qui nous forcerait a aller plus loin dans le DA... Mais fort opportunément, lorsque 8 = a® ona

f(x) =4/ (x+)?> = x+ o pour x > —a. Donc au voisinage de +oo, ¢ est confondue avec son asymptote
oblique.

26/28 G. Peltier



Développements limités

G. Peltier 27128



Développements limités

4 Méthodes pour les exercices

Le plus important dans ce chapitre est de bien savoir réaliser des combinaisons linéaires, des produits, des
composées, des passages a l'inverse et des intégrations dans les DL ! Ainsi que de connaitre les DL du formulaire.

| Méthode |

Pour calculer un équivalent, on peut :

e Utiliser les méthodes du chapitre précédent.

e Calculer un DL avec un terme non nul et passer a I'équivalent.

| Méthode |

Pour calculer la limite d'une expression avec une forme indéterminée, on peut :

e Chercher a lever I'indétermination par des réécritures, par les croissances comparées, I'utilisation
de taux d’accroissement, ...

e Chercher un équivalent de I'expression.

| Méthode |

Pour savoir si f admet un extremum local en g, on étudie le signe local de f(x) — f(a) en cherchant son
équivalent en a.

| Méthode |

Pour déterminer la position relative de 6 par rapport a toute autre courbe d’équation y = g(x) au
voisinage de g, il suffit d’étudier le signe local de f(x) — g(x) au voisinage de a, en cherchant son équivalent

ena.

| Méthode |

Pour calculer un DA de f(x) :

e Sipossible, faire apparaitre un DL (éventuellement avec une composition a droite, cf Exemple 28).

e Chercher des équivalents successifs f/(x) o (x), puis f(x) — w1 (x) oo (x), puis f(x) — yo(x) —

Y1 (x) ~ yr(x),jusqu’a avoir assez de termes.
X—a
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